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摘要 : 研究 包含 伪 Smarandache 酌 数 Z(m 及 Smarandache 双 阶 乘 函 数 8dr Co) 的 两 个 方程 的 可 解 性 .利用 
初等 方法 获得 了 这 两 个 方程 的 所 有 正 整 数 解 , 解决 了 方程 的 可 解 性 问题 . 
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-引言 及 绪 徐 


对 任意 正 整 数 m 著名 的 伪 Smarandache 函 数 Z(2) 定义 为 最 小 的 正 整 数 六 使 得 7 人 即 


ZnD = min (mm E Na| 呈 屿 二 D) .这 个 画 数 是 由 罗马 尼 亚 著名 数论 专家 F.Smarandache 在 文献 [1 


中 引进 的 . 关于 画 数 Z(z) 的 算数 性 质 , 许多 学 者 进行 了 研究 , 获得 了 不 少 有 趣 的 结果 1) . 例如 
(1) 对 于 任意 正 整 数 风 2Z (去 交 不 恒 成 立 ， 
(2) 对 任意 素数 疡 盖 3,Zp) 三 疡 一 1 
(3) 对 任意 素数 PP 宇 3 及 人 E NZ(1) 王 天 一 1. 当 盖 2 时, 则 有 Z(04) 一 2 一 1 
(4) Zn ) 是 不 可 加 的 , 即 Z(w 十 7) 不 恒 等 于 ZG2o) 十 ZG2); ZG2) 也 不 是 可 乘 的 , 即 Z(0m 。 7) 不 恒 等 于 
Z(0Nz) "2Z (1)， 
从 以 上 几 个 简单 的 性 质 可 以 看 出 , Z(Cz) 的 值 分 布 很 不 规律 , 关于 它 的 性 质 还 有 待 于 进一步 研究 . 
此 外 ,F.Smarandache 还 定义 另外 一 个 数论 函数 8Sdr CO) 为 SdrCz) 一 min{f(m:m E Nm | 7 !. 该 范 
数 称 为 Smarandache 双 阶 乘 西数 , 关于 它 的 初等 性 质 也 有 不 少 学 者 进行 了 研究 并 得 到 了 一 些 重要 的 结 
果 居 .例如 , 8SdrCz) 有 一 个 很 重要 的 性 质 , 即 8SdF Co 保持 奇偶 性 不 变 , 也 就 是 说 若 ”为 一 个 奇数 则 
Sadj(z) 也 为 奇数 , 而 若 2 为 一 个 偶数 则 9d 太 Co 也 为 偶数 . 很 容易 发 现 , Sdj Ca) 也 是 一 个 很 不 规律 的 西数 ， 
尤其 是 在 为 偶数 的 时 候 8d 太 2) 表现 出 很 不 稳定 的 性 质 . 
对 ZGm) 和 Sad 太 (Co 这 两 个 均 表 现 出 不 稳定 性 质 的 酚 数 , 能 否 在 它们 之 间 找 出 一 些 联系 呢 ? 本 文 的 主要 
目的 就 是 研究 了 下 面 两 个 函数 方程 的 可 解 性 , 即 求 方程 
Z(0D) 一 Sdr)，Z0) 十 1 一 SdjCo) 
的 所 有 正 整数 解 .本 文通 过 初等 方法 解决 了 这 个 问题 , 即 证 明了 下 面 的 两 个 定理 . 
定理 1 对 任意 正 整 数 "> 1 本 数 方程 
Z(0) 一 dz) (1 ) 
仅 有 奇数 解 , 且 其 所 有 解 仅 有 2 种 形式 : 四 7m = 43; 四 1 = p2 4D, 其 中 大 过 1PpI< 疡 所 < Pr < 
均 为 奇 素数 , 对 1 委 i 委 后 w 二 0 且 至 少 存在 一 个 w 1 同时 忆 十 1 反 0CmodPpy ). 
定理 2 ”对 任意 正 整 数 "> 1 本 数 方程 
Z(0D) 十 1 一 9d 太 Co) (2) 
仅 有 奇数 解 , 旦 其 所 有 解 仅 有 3 种 形式 : 由 7 一 9 四 一 站 力 1 二 DPKUD, 其 中 大 人 | 站 二 产 志 
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…< Pr< D 均 为 奇 素数 , 对 1 和 过; 委 太 ww 二 0 且 至 少 存在 一 个 w 过 1 同时 PP 一 1 反 0Omod zz )， 
2 定理 的 证 明 
Z(1) 一 Sd 太 Co) 不 成 立 .于 是 不 妨 设 z 之 8. 
首先 证 明 方 程 (1) 不 可 能 有 偶数 解 . 设 靖 = 271 浆 …58 为 于 的 标准 分 解 因 式 ， 
(GD) 若 丰 = 0 即 靖 一 2 此 时 由 Sdrz) 的 性 质 可 知 Sd 太 2 ) 为 偶数 , 而 Z(2 ) = 2 一 1 为 一 个 奇数 ， 
从 而 SdF2) 天 2Z02). 故 此 时 7 不 满足 方程 


(2) 若 丰 人 1 则 7 = 22p9 .72 .由 8SdCo) 保持 奇偶 性 不 变 可 知 , 知 ZCz) 王 SdrCo) 王 ww 则 a 必 为 
一 偶数 , 不 妨 设 Z) = do) = 21 于 是 由 Z(Cz) 定义 有 


2 7 72m 十 了)， 《3 ) 
由 (3 ) 式 可 知 , 必 有 2 |m, 上 且 对 Vpy, 必 有 有 玉 | 冯 或 p% | (2m 十 1)， 
由 2”|m 可 推出 
2* | mr 久 . (4) 
记 Si 一 (1P8:p8 11 9 一 (了 态 :5 (27 十 1))}. 


注意 到 一 个 事实 , 即 8 径 人 砍 这 是 因为 若 9 = 熙 则 对 所 有 y 均 有 89 mr 又 2 | 加 于 是 由 2"pfp2 … 
站 可 知 , Z(0) 去 27 一 1 故 9， 尖 丰 于 是 ， 


(i 门 若 9% = 人 东 即 Vpjp | (mw 十 1D),. 若 max(poy) 过 加 结合 (4) 式 知 ,S dr 入 m 若 
max{ py)} 1 结合 (4) 式 知 ,对 Sdf Co) 一 28 必 3p 和 ES 使 得 pp 18 当然 闫 和 s 从 而 SdF Co 天 2 

(和 若 8 关外 设 了 下 ESPD E3. 若 max(p) < max(2y)， 类 似 (1|) 的 分 析 方 法 可 知 , 无 论 
max{ 太 二, 还 是 max{(7) 全 m 都 有 Sn) 天 21. 若 mix( 了 ) 全 max{( 斑 )》 时 ,可 推出 SSdpcoo) 委 冯 . 

综合 (| ) (ii 可 知 , 此 时 SdFCo) 夭 2Z02). 这 就 证 明了 方程 (1) 不 可 能 有 偶数 解 . 

若 三 为 奇数 , 设 夯 = 几 pp” 为 半 的 标准 分 解 因 式 .以 下 分 3 种 情况 讨论 ; 

(GD) 若 上 一 0 即 z 一 PP ,此 时 ZC ) 一 D 一 1 为 偶 , 而 SdrCz) 为 奇 ,所 以 ZC ) 和 关 Sdrp ). 

(2) 若 丰 人 1 且 a 一 1 则 7 一 PP2 .…P 和 D. 

G 若 max{p8) < P, 则 由 So) 性 质 可 知 

9dFCOD) 一 SadFCPED22 PPD) 一 max(9drpn) ddrCp) 三 7 

若 成 立 Z0D = Sdj Co = 六 则 由 2 定义 知 


Pa D2 DA | 忆 十 1) 1) 


于 是 必须 成 立 故 | 十 1) 即 p 十 1 手 0Cmod py ). 
另 一 方面 , 我 们 证 明 只 要 满足 p 十 1 反 0modjpz ), 就 有 Z(0D) 一 0 对 V< D， 
四 全 人 则 十 沁 人 知 , 网 .pp 故 ZCz) 源太 


(iD 若 1 一 2 一 2 则 由 pp 十 1 及 (p 一 1 pp 十 1) 一 2 知 , pp2 7 人 故 Z (2z) 天 疡 一 1 
从 而 我 们 知道 , 若 P 十 1 二 0Cmod 7 》 则 有 2Z(Cz) 一 SdACz), 这 即 是 方程 (1) 的 一 组 解 . 

@ 若 max{fpi) > 六 则 此 时 Sr 一 p 或 Sd1COo) 一 max(Sd 丰 (OO 一 SdAOD)， 

出走 交 交 交 汪 肥 克 本 和 亿 寺 TD 故 Z(0D 关 器 从 而 Zn) 夭 Sdr oo)， 

(ii) 若 Sd1(OoD 一 max(Sdr (8)) 一 Sadr (5)》 由 Sdro) 的 性 质 知 , 必 有 户 18dr( 矿 )》 于 是 六 | SCoD)， 

首先 注意 到 一 个 事实 , 即 对 任意 奇 素数 p 及 a 二 2 除 广 = 3 外 均 有 Sd Oo )< 六 因为 若 p 受 2o 一 1， 
则 Soj(p) = (2a 一 UDPp< 27( 除 闫 = 于 外 ); 若 p< 2a 一 1 则 很 容易 由 天 | 天 1 并 ,SrCp 一 六 .而 
当 SdrCo) 一 max(Sd1( 太 )) 一 SG3 ) 一 9 时 , 很 容易 验证 2 一 3XS5= 45 为 一 解 ,其余 情况 均 不 成 立 . 
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对 于 Sd1j (Oo = max (8Sd1C8 一 Sa ) 二 了 故 , 若 成 立 Z0D = 8Sdj0o) = m 则 闫 二 帮 且 
孜 辽 大 | 开本 十 瑟 .又 由 以 上 分 析 知 , 己 | mr 从 而 矿 [mr 这 年 mm< 态 矛 盾 . 故 Z0D 天 Sd7 0， 

(3) 若 达 1 且 a 之 2 则 7 一 PnPp2 PED . 

四 若 Sd1 (= max(Sdrpp))} 一 8Sd1 由 大 1 知 广 夭 3 于 是 SdjCo) 一 8Sdr) 一 1< 
六 .此 时 由 疡 | 六 及 闫 < 手 大 可 推出 六 让 加 知 ZCz) 和 天 mm, 故 Z(Cn) 和 关 SF . 

四 若 Sdjf0o)=maxfSdr(Co)) 一 Sdr(o) 由 o>2 可 知 在 这 种 情况 下 w2 且 及 和 3 ,于 是 $ 
dr (一 8Sd 太 (六 ) 王 太志 了 矿 . 同 样 ,由 P7 1 知 ,ZCpz) 和 关 mr, 故 ZC2) 天 9d 太 nz)， 

于 是 便 完 成 了 定理 1 的 证 明 . 

定理 2 的 证 明 ”与 定理 1 的 证 明 方 法 相似 , 这 里 只 给 出 大 概 过 程 .由 Z(Cp)=P 一 1 及 Sd1)= 王 也 可 
知 ,m 王 了 满足 方程 (2). 对 7 = 天 的 情形 Z0p5) 十 1 天 一 1 十 1= 5 但 是 除 关 = 六 外 均 成 立 SdF( 天 ) 
一 六 当然 不 可 能 满足 方程 (2). 而 z= 3 = 9 恰好 就 是 方程 (2) 的 一 个 特殊 解 .对 靖 = pf p2 …5p 的 情形 
也 容易 证 明 , 要 使 ZCo) 十 1= Sdr(z) 当 且 仅 当 满 足 p 一 1 二 0Cnod 六 7). 其 余 情 况 均 与 定理 1 的 证 明 方 法 
类 似 . 
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Two 上 Equations Involving the 上 .Smarandache Function 


YUAN Xia 
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Abstract: To study the positive integer solutions of two equations involving the Pseudo Smarandache 
function Z(z) and Smarandache double factorial function dz) and obtained all the positive integer 
solutions of this two edquations by using the elementary method, and solved the solvability of this two edqua- 
tions completely. 

Key words: pseudo Smarandache function; Smarandache double factorial function; eduation; positive 
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